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EXERCICE 1

Tous les résultats numériques de cette partie seront donnés a 0,01 preés.

Avant la commercialisation d’'un nouveau systéeme d’alarme, un fabriquant cherche a déterminer son prix de vente de fagon
a réaliser un bénéfice maximal.

Partie |

Le fabriquant réalise une enquéte pour déterminer le nombre d’acheteurs potentiels y en fonction du prix de vente z, en
centaine d’euros, du syseme d’alarme. Les résultats figurent dans le tableau suivant :

Prix de vente unitaire x; | Nombre d’acheteurs y;

1 602

3 200

6 100

9 50

12 20

15 10

18

21 1

1. Représenter le nuage de points associé a la série (z;,y;):=1,... s dans un repere orthogonal. On prendra comme
unité pour I'axe des abscisses 1 cm pour une unité et pour I'axe des ordonnées 1 cm pour 30 unités.

2. Calculer la moyenne et la variance du nombre d’acheteurs.
3. Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette série statistique. Un ajustement affine est-il approprié ?
4. On pose désormais pour tout 7 € [1; 8], z; = In(y;).

(a) Présenter dans un tableau la nouvelle série (z;, 2;).

(b) Donner le coefficient de corrélation linéaire de la série (z;, z;). Un ajustement affine est-il justifié ? On pourra
notamment comparer au coefficient de corrélation linéaire obtenu a la question 3.

(c) Déterminer une équation de la droite d’ajustement affine de z en z par la méthode des moindres carrés.

(d) En déduire une expression de y en fonction de .
Partie Il

Le colt de production unitaire d’'un systéme d’alarme est de 300 euros. Afin de déterminer le prix de vente optimal, le
fabriquant cherche a estimer le bénéfice net en fonction du prix de vente, c’est-a-dire la différence entre le chiffre d’affaire
et le co(t de production.

1. Aprés l'avoir reproduit sur votre copie, compléter le tableau suivant (les valeurs étant données en centaine d’euros).

Prix de vente unitaire x; | Nombre d’acheteurs y; | Co(t de production total | Chiffre d’affaire | Bénéfice
3 200
6 100
9 50
12 20
15 10
18 5

2. Montrer que le bénéfice, en centaine d’euros, est donné en fonction du prix unitaire = par la formule

flx) = (z

_ 3)67().2914»6.5




3. Etablir le tableau de variations de f sur [0; +oo[. On y fera notamment figurer les limites en 0 et +oc.
4. En déduire le prix de vente optimal et le bénéfice associé.

EXERCICE 2

Alice veut envoyer une information de type binaire a Bob (« vrai » ou « faux » par exemple), mais doit pour cela passer par
n intermédiaires (n > 1) que 'on note I, Is, - - -, I,,.

Alice transmet le message a I, puis I; transmet le message a I, et ainsi de suite jusqu’a ce que l'intermédiaire I,
transmette le message a Bob.

A chaque transmission, le message peut soit étre correctement transmis, avec une probabilité p €]0; 1] soit étre transmis
de maniere erronée, avec donc une probabilité 1 — p. Ainsi, si deux transmissions sont successivement incorrectes, le
message transmis est finalement le bon.

On suppose pour finir que toutes les transmissions sont indépendantes les unes des autres.

On note :

Ty, 'événement « la k-ieme transmission est correcte », pour tout entier k € [1;n + 1] ;

X, la variable aléatoire égale a 1 si Bob regoit la bonne information, et a 0 sinon;

Y,, la variable aléatoire égale au nombre de transmission erronées;;

Z, la variable aléatoire égale au nombre d’intermédiaires ayant regu la bonne information.

Exemple de chaine de transmission dans le cas n = 2

Alice I I Bob
Information transmission Information transmission Information transmission Information
« vraie » erronée « fausse » correcte « fausse » erronée « vraie »

Ainsi, 'exemple ci-dessus correspond aux événements suivants :
e T1 NT5 N T3 puisque la premiére et la troisiéme transmission sont erronées, mais que la deuxiéme transmission,
elle, est correcte;
e X, =1 puisque Bob a re¢u la bonne information ;
e Y5 = 2 puisque deux transmissions sont erronées;
e />, = 0 puisqu’aucun intermédiaire n’a regu la bonne information.

Partie |

On suppose dans cette partie uniquement que p = %

1. (a) Justifier que Y;, suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres. Donner par ailleurs Y;,(2) et la formule
donnant P(Y,, = k) en fonction de k, pour tout k € Y,,(£2).

(b) Exprimer E(Y,,) et V(Y,,) en fonction de n.
(c) Calculer la probabilité que toutes les transmissions soient correctes.
(d) En déduire la probabilité qu’au moins une des transmissions soit erronée.
2. On suppose dans la suite de cette partie que n = 3, p étant par ailleurs toujours égal a %
(@) Donner 'ensemble Z5(12) des valeurs prises par Z.
(b) Justifier que P(Z3 = 3) = P(Y> = 0). En déduire la valeur de P(Z5 = 3).
(c) Exprimer I'événement [Z3 = 0] en fonction des événements T3, T» et T3 puis montrer que

2
P(Zy=0) =



(d) Justifier que
(Zs=1]=(TiNTaNT3) U (T1NToNT3) U (Th NToNT3)
puis en déduire la valeur de P(Z3 = 1).
(e) Calculer P(Z3 = 2), puis calculer E(Z3).
Partie Il
1. On suppose dans cette question que n = 1, c’est a dire qu’il N’y a qu’un seul intermédiaire (et donc deux transmis-
sions) entre Alice et Bob.
(a) Exprimer I'événement [X; = 1] en fonction de Ty, T», T1, Ts.
(b) En déduire la probabilité P(X; = 1) en fonction de p.
(c) Calculer P(X; = 0).
(d) Montrer que pour tout p €]0; 1], P(X; =1) > P(X; = 0).
On revient au cas général ol n est un entier supérieur ou égal a 1, et on note u,, = P(X,, = 1).
2. (a) Donner les valeursde Px, —1(X,+1 =1) et Px, —o(Xnt1 = 1).

n=

(b) A I'aide de la formule des probabilités totales, montrer que
Uny1 = (2p—Dup, +1—p

3. On considere la suite (v,,),,>1 définie par

1
Vn >1 n = Un — 3
n-1, v U B

(a) Montrer que (v, ),>1 est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
(b) En déduire I'expression de v,, en fonction de n puis montrer que

1 1
Yn>1, un:<2—2p(1—p)>x(2p—1)"1+2

(c) Calculer lim .
n——+00

EXERCICE 3

Soit n € N*. On considére la fonctions f,, définie sur [1; +oo] par :

et on note C,, la représentation graphique de f,,.
Partie |
1. Calculer xBI—;{loc fn(2).
2. (a) Justifier que f,, est dérivable sur [1;+oo], puis montrer que :

Vo € [1;+00], frlz) = 1_;:17?1@)



(b) En déduire le tableau de variations complet de f,,.
3. (a) Montrer que f,, admet un maximum M,, dont on précisera I'expression ainsi que la valeur en laquelle il est atteint.
(b) Calculer lim M,,.

n—+oo
4. Soit x €]1; +o0[. Montrer que la suite (f,,(x)),en~ €st strictement décroissante. Interpréter graphiquement ce résul-
tat.

5. (a) Aprés avoir justifié la dérivabilité de f;, sur [1; +oc[, montrer que :

nn+1)In(z) — (2n+ 1)

Vo € [Li+oo[,  fi(z) = e

(b) Etudier alors la convexité de f,,.

6. (a) Déterminer I'équation de la tangente (7') a la courbe C,, en 1. On vérifiera en particulier que cette équation ne
dépend pas de n.

(b) Montrer que la tangente (T') se situe au-dessus de la courbe C,. On pourra pour cela utiliser I'étude de la
convexité faite a la question 5.(b).

7. Sur un méme graphique, tracer I'allure de C;, Cs et Cs, ainsi que la tangente (7). On choisira pour échelle 2 cm pour
1 unité sur I'axe des abscisses et 20 cm pour 1 unité sur 'axe des ordonnées.

Partie ll

Pour tout réel A supérieur ou égal a 1, on note

A
I,(A) :/ fu(z)de
1
1. (a) On considere la fonction o définie sur [1; +oo[ par

pla) = 5 o)’

Calculer la dérivée ¢’ de .
(b) En déduire I'expression de 'intégrale I (A) en fonction de A.
“+oo
(c) Montrer que l'intégrale / f1(z) dz diverge.
1

On suppose désormais que n > 2.
2. (a) A laide d’une intégration par parties, montrer que :

—In(A) 1 1
DA T (n_1)2A 1 (1)

In(A) =

(b) Déterminer lim I, (A).

A—+o00
+oo
(c) En déduire que l'intégrale / fn(z) dz converge et donner sa valeur.
1

3. On considére la fonction g,, définie sur R par :

0 si xz<1
gn(x) = { (n _ ]_)2fn(x) si z>1

(a) Montrer que la fonction g,, est continue sur R.
(b) Montrer que g,, est une densité de probabilité.
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4. Soit X,, une variable aléatoire admettant g,, pour densité.
(a) Montrer que la fonction de répartition GG,, de X, est définie sur R par :

0 si <1
1- by - ooh@ g 5>

~m—1 gn—1

Vr e R, Gn(x){

(b) Calculer la probabilité¢ P(X,, > e).
5. Montrer que la variable aléatoire X,, admet une espérance, si et seulement si, n > 3 et que

n—2

n—1\2
Vn > 3, E(X,) = ( )

-- Fin du sujet --
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