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Informatique I1

Ce sujet aborde des questions de complétude pour une extension du calcul pro-
positionnel. Les questions peuvent étre résolues en admettant les résultats des ques-
tions précédentes. Les questions des parties I et Il sont indépendantes.

Les algorithmes peuvent étre donnés dans la notation de votre choix du moment
qu’elle soit suffisamment précise. Pour chaque algorithme proposé, il est indispen-
sable de justifier précisément sa correction et de donner sa complexité en temps en
choisissant les parametres pertinents.

Dans la suite, tout texte en italique indique soit un point important, soit [’intro-
duction d’une nouvelle définition.

PRELIMINAIRES

Soit VAR = {pi, p2, D3, - - -} un ensemble infini dénombrable de variables pro-
positionnelles comme celle utilisées dans le calcul propositionnel. I’ensemble des
formules de chemin est défini par la grammaire ci-dessous :

A:=p | A | AANA | AVA | A=A | DA

ol p est une variable de VAR. Les formules sont notées avec les symboles A, B
et C, éventuellement indicés. Il s’agit essentiellement d’une extension des formules
du calcul propositionnel ol on autorise le nouvel opérateur unaire L1. L’ opérateur
unaire — est interprété comme la négation, les opérateurs binaires V, A et = sont res-
pectivement interprétés comme des opérateurs de disjonction, conjonction etd’ im-
plication. Quant a I’opérateur [J, la formule [JA sera interprétée par “tous les états
atteignables a partir de 1’état courant vérifient la formule A”. Une sémantique for-
melle sera donnée dans la suite.

Comme les opérateurs \V et = peuvent étre définis a partir de — et N, dans les
preuves par induction structurelle, seuls les cas pour —, N\ et U seront demandés
dans les réponses.

L’ensemble des sous-formules d’une formule A, noté sub(A), admet la définition
récursive suivante.

— sub(p) = {p} ot p € VAR,

— sub(oA) £ {oA} Usub(A) pour tout opérateur unaire o,

— sub(A; 0 Ay) = {A; 0 Ay} Usub(A;) Usub(As) pour tout opérateur binaire

(o
La taille d’une formule, notée |A|, admet la définition récursive suivante.

— |p| £ 1oup € VAR,

— | o A| £ 1 + |A] pour tout opérateur unaire o,

— |Ay 0 Ay| = 1+ |Ay| + |Ay| pour tout opérateur binaire o.

QUESTION 1. Evaluer le cardinal de sub(A) en fonction de la taille de A.



PARTIE I

Soit A une formule construite sur au moins les n variables pq, .. ., p, €t soient n
formules By, ...,B,. Onnote C = A[p; < By,...,p, < B,] la formule obtenue
a partir de A en remplacant simultanément chaque occurrence de la variable p; par
B;. On dit alors que la formule C est une instance de A. Par exemple,

(O0(0p = Op) AOOp) = OOp
est une instance de (C(p = q) A Op) = Oq.

QUESTION 2. Evaluer la taille de A[p; < By,...,p, < B,] en fonction de |A| et
de max{|B;| : i € {1,...,n}}.

Le systeme de déduction H est composé d’axiomes et de régles de déduction.
Un axiome est une formule de chemin qui représente toutes ses instances. Une regle
permet de dériver de nouvelles formules ; elle se compose de prémisses (une ou
deux ici) et d’une conclusion (la nouvelle formule dérivée). Les axiomes de H sont
les formules suivantes :

1. les tautologies du calcul propositionnel,

2. Opy = (O(p1 = p2) = Upa),

3. Dpl = P1,

4, Dpl = |:||:|p1

Les regles de déduction sont les suivantes :

AA=B
B

Une dérivation dans H a partir d’un ensemble I' de formules est une séquence

finie (Ay,...,A,) telle que pour tout ¢ € {1,...,n}, soit A; € T, soit A; est une

instance d’un axiome de H, soit il existe j < 7 tel que A; = A}, soit il existe

J,7 < itels que Aj estégale a (A; = A;). On note alors I' = A,,. Par définition,
une formule A est un théoréme de H lorsque ) = A (aussi noté - A).

Dans la suite, on utilisera les propriétés suivantes (sans avoir a les démontrer) :

PO) F (DA A---ADOA,) = 0O(A; A= AAy),
P FOAIA---ANAL) = (OALA---AOA,),
(P2) - (A= B)=-(AA-B),

(P3) SiF A= BetkB= Calors - A = C.

A
(modus ponens) OA (necessitation)

QUESTION 3. Montrer que si - A = B alors - JA =- [IB. On pourra utiliser que
(p1 = (P2 = p3)) = (p2 = (p1 = p3)) est une tautologie du calcul proposition-
nel.

Cette partie a pour but de donner une sémantique aux théorémes de H. Un
graphe d’états est une structure G = (S, R, L) ol S est un ensemble d’érats (éven-
tuellement infini), R C S x S est la relation de transition et L : S — P(VAR)
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est la fonction d’étiquetage. P(VAR) désigne I’ensemble des parties de VAR. On
note R* la fermeture réflexive et transitive de la relation R. Le graphe d’états GG
peut par exemple modéliser le graphe des états d’un programme. Les formules de
chemin sont interprétées sur les graphes d’états. “L’état s vérifie la formule A dans
le graphe G”, noté “G, s = A”, est défini inductivement ainsi :

~-G,skEp & pelL(s),

- G, s=-A & G, s = Anest pas vérifié,

G sEAANA E G sEAetG sk A,

- G,S lZAl\/AQ g G,S IZAl OU.G,S IZAQ,

-G sEA = A E§ia,s = A alors G, s = Aa,

~ G,s = OA £ pour tous les états s € {s” € S : (s,s") € R*},ona

G,s EA.

Une formule de chemin A est satisfaisable £ il existe un graphe d’états G =
(S,R,L) ets € Stelsque G, s = A. Une formule A est dite valide si et seulement
si =A n’est pas satisfaisable.

QUESTION 4. On note [1° une séquence de ¢ > 1 occurrences successives de 1’opérateur
. Par exemple, (I'p est égale a CIp, [I?p est égale 2 CICp et par convention on pose
(0°p égale a p. Montrer que pour ¢ > 0, la formule Clp = Op est valide.

QUESTION 5. Montrer que tous les théoremes de H sont valides.

Un ensemble de formules I est consistant s’il existe une formule A telle que I' t/
A (absence de dérivation a partir de I" contenant A), sinon I" est inconsistant. Dans
la suite, on pourra aussi utiliser (sans avoir a les démontrer) deux caractérisations
d’un ensemble " inconsistant :
(INCONS1) Il existe une formule A telleque I' - A et T F —A.
(INCONS2) 1l existe des formules Ay, ..., A, € I'telles que - ~(A; A--- A A,).

Un ensemble de formules I est maximal < pour toute formule A,ona A € I" ou
-Ael.

QUESTION 6. Soit I' un ensemble maximal et consistant. Montrer les propriétés
ci-dessous.

1. Pour toute formule A, ona A € I"si et seulement si I' - A.

2. Tous les théoremes de H sont dans I'.

3. Pour toutes les formules A,B,ona A AB € I'si et seulementsi A € I et
Bel.

QUESTION 7. Montrer que si I' est consistant alors il existe un ensemble I't maxi-
mal et consistant tel que I' C I'". On pourra utiliser une énumération de toutes les
formules de chemin et construire T't de fagon incrémentale. De méme, on pourra
utiliser le fait que =(p; Ap2) = (—(p3 A —p2) = —(p1 A ps)) est une tautologie du
calcul propositionnel.

Le graphe de H est un graphe d’états G = (Sy, Ry, L) défini ainsi :
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— Sy est ’ensemble des ensembles maximaux et consistants.

— Pour tous les I', I” € Sy, ona (I',IV) € Ry & pour toute formule A, si
OA elalors A eI,

— Pour tout I" € Sy, on pose Ly (I') = {p € VAR : p € T'}.

QUESTION 8. Soit I' € Sy tel que LA ¢ T'. Montrer qu’il existe un état IV € Sy
tel que (I',I) € Ryyet—A € T".

QUESTION 9. Montrer que pour toute formule A et pour tout état I' € Sy, on a
A € T'sietseulement si Gy, I' = A.

QUESTION 10. Prouver que Ry est égale a sa fermeture réflexive et transitive,
c’est-a-dire Ry = R,

QUESTION 11. Montrer que A est valide si et seulement si A est un théoreme.

QUESTION 12. Montrer que A est satisfaisable si et seulement si il existe un état
' e Sy telque A €T

QUESTION 13. Soit H' le systéme obtenu a partir de H en ajoutant I’axiome p; =
O-0-p;. Montrer que A est un théoréme de H’ si et seulement si pour tous les
graphes d’états G = (S, R, L) tels que R est symétrique, et pour tous les états
s € S,onaG,s = A. On rappelle que R est symétrique si et seulement si pour
tous les z,y € S, si {x,y) € Ralors (y,z) € R.

QUESTION 14. Soit A une formule. Le graphe G* = (S, R, L) est défini ainsi :
- S={T'nsub(A): T € Sy},
- (X,Y) € Rsietseulement si pour chaque (OB € sub(A), OB € X implique
OB eY,
- L(X)={p€e VAR :pe X}.
Montrer que pour X € SetB € sub(A),onaB € X si et seulement si G*, X = B.

QUESTION 15. Donner un algorithme permettant de déterminer si une formule de
chemin est satisfaisable.

PARTIE 11

Un séquent a = (I', A) est une paire d’ensembles finis de formules. Le séquent
(', A) sera noté dans la suite I' = A (on fait un usage du symbole ’+* différent
de celui de la partie I) et A, A dénote ’ensemble A U {A} : la virgule “)” joue le
rdle d’opérateur d’union ensembliste. De méme, A, B dans un séquent correspond
a {A,B}. Les expressions I'; A A + A et ', A - A représentent donc le méme
séquent. Un séquent axiome est un séquent I' - A tel que ' N A # (. Le calcul
SQ est composé de I’ensemble des séquents axiomes et des regles d’inférence ci-
dessous :



ik (P e
Eﬁ%&:ivw)r?%i;;iquw
AR TSI =
SR T

T 0AAFA
T.OAFA

OCF A
O sarrosa O

Le nom de chaque régle est indiqué a droite de celle-ci. Dans la regle (- O),
Or = {OB : OB € T'}. Dans les régles, T et A sont des métavariables qui vont
étre instanciées par des ensembles finis de formules tandis que A, A;, et A, sont des
métavariables qui vont étre instanciées par des formules de chemin. Une inférence
est définie comme une instanciation d’une regle, ¢’est-a-dire chaque métavariable
est remplacée par un ensemble fini ou par une formule. Par exemple, les deux
inférences ci-dessous sont des instances de la régle (A F) :

{p3,p1, P2} F {ps} {p3,p1 AD2,D1,P2} F {p4}
{ps,p1 Ap2} F {pa} {ps,p1 A p2} F {ps}

Remarquez la copie de “p; A p»”” dans la seconde inférence.

Une dérivation de SQ est un arbre fini dont les noeuds sont étiquetés par des
séquents telle que

— si un noeud est étiqueté par a; et posseéde un unique noeud fils étiqueté par a

/
alors il existe une regle unaire g% telle que a;, a est une instance de aj, a;,
1
— si un noeud est étiqueté par a; et possede deux noeuds fils étiquetés respecti-
. . N .. a, al
vement par as et ag alors il existe une regle binaire a—/lg telle que a;, as, ag

est une instance de aj, a;, aj.

Par exemple ({p1 V pa,ps A pa} = {ps}), ({P1 V p2} F {=(p3 A pa), ps})) estune
instance de (I, A - A), (T' F =A, A) (voir la regle (- —)) avec I' = {p; V pa},
A = {ps} et A = ps A ps. Comme c’est la convention usuellement, on utilise
ici une notion d’instance de regle qui differe légerement de la notion d’instance de
formule de la partie I. Si de plus toutes les feuilles sont étiquetées par des séquents
axiomes, cette dérivation est appelée une preuve. En général, on pourra représenter
une dérivation avec la racine en bas et les feuilles en haut.

Le séquent I - A est prouvable dans SQ £ il existe une preuve dont la racine
est étiquetée par I' = A. Un séquent qui n’est pas prouvable est consistant (notion



différente de celle de la partie I). La formule A est un théoreme de SQ & ( F A
est prouvable dans SQ.
Un séquent T' - A est saturé £
—sidJA, eTalors A; €T,
- SiAl/\AQ € FalorsA1 € I‘etAg € F,
- SiAl/\AQ € AalorsAl EAOUAQ EA,
—sinAelalorsAecAetsi-AecAalorsAel.
—siAjVAyeAalors A; € AetAy, € A,
—siAjVAyeTalors Ay eTou A, €T,
—siA;=AyeAalorsA; €T et Ay € A,
—siAj=> Ay cTalors Ay € AouA, €T
Dans les preuves, on demande de ne traiter que les cas avec les regles (- ),

(=F), (FA),(AF), (FO)er (OF).

QUESTION 16. Montrer que toutes les instances de Clp; = (O(p; = p2) = Opa),
Op; = p1 et de Op; = OCp, sont des théoremes de SQ.

QUESTION 17. On note sub(I') I’ensemble des sous-formules des formules de T’
défini par {B : B € sub(A), A € I'}. Montrer que si [' - A’ apparait dans une
preuve de I' = A alors (I U A") Csub(T'U A).

QUESTION 18. Montrer que si I' = A est prouvable dans SQ alors il existe une
preuve (arbre fini) dont chaque branche est de longueur au plus 22V oll N est le
cardinal de sub(I' U A).

QUESTION 19. Définir un algorithme permettant de déterminer si un séquent est
prouvable dans S Q. Evaluer le temps de calcul.

Nous allons a présent donner une sémantique aux théorémes de SQ.

QUESTION 20. Montrer par induction structurelle que I'; A = A A a une preuve
dont toutes les feuilles sont de la forme IV - A’ pour lesquelles il existe une variable
propositionnelle p telle que p € TV N A,

Dans la suite, on se restreint aux preuves dont les séquents axiomes sont de
la forme I',;p + A,p pour une variable propositionnelle p € VAR. Une regle
d’inférence est dite inversible si et seulement si pour chaque inférence de la regle,
la conclusion est prouvable si et seulement si toutes les prémisses sont prouvables.
Dans la suite on admettra que toutes les regles sauf (- ) sont inversibles.

Soit IT une dérivation du séquenta =T - A.Onnote 0 =Ty F Ay <,, Ty
Ay <y o <, Ty B A, le segment initial d’une branche de IT avec a = Ty F Ay
etpouri € {0,...,n—1}, ;1 F Ay estune prémisse d’une inférence de la regle
r;+1 avec conclusion I'; = A;. On utilise la notation suivante :

—ant(o) =ToU---UT, etsuc(oc) =AgU---UA,,

— prems(o) = aetder(c) =T, F A,.



La séquence o est dite locale si et seulement si aucune des régles r; n’est (- ).
La séquence o est dite consistante si et seulement si tous les séquents I'; = A; qui
la composent sont consistants.

La séquence o est dit maximale si et seulement si o est locale et ant(c) F suc(o)
est saturé.

QUESTION 21. Montrer que pour tout séquent consistant il existe une séquence
maximale consistante ayant pour premier élément ce séquent.

Un graphe pour le séquent I' - A est une structure (S, R) telle que S est un
ensemble de séquences maximales consistantes vérifiant les quatre propriétés ci-
dessous.

— Pour tout o € S, ant(o) U suc(o) C sub(I' U A).

— Il existe oy € S telle que I' C ant(og) et A C suc(oy).

— Pour tout 0 € S, si A € suc(o) alors il existe o/ € S tel que o Ro’ et

A € suc(d’).
— Pour tous les 0,0’ € S, si cRo’ et JA € ant(o) alors JA € ant(o’).

QUESTION 22. Montrer que si le séquent I' = A a un graphe alors

(ADACA -B)

Ael BeA

est satisfaisable. L’ opérateur “/\” dénote I’ opérateur généralisé de conjonction avec
un nombre fini mais non borné d’arguments.

QUESTION 23. Montrer que si I' - A est consistant alors (A . A) A (Agea —B)
est satisfaisable.

QUESTION 24. En déduire que A est un théoreme de SQ si et seulement si A est
valide.

QUESTION 25. On note SQ7V le calcul SQ augmenté de la regle de coupure ci-

dessous :
'EAA T, AFA
T'FA

1. Expliquer pourquoi la propriété pour SQ de la question 17 n’est pas vérifiée
par SQT.

2. Montrer que si I - A est prouvable dans SQ™ alors T' - A est prouvable dans
SQ, c’est-a-dire la regle de coupure n’augmente pas le pouvoir de déduction

de SQ.

FIN DE L’EPREUVE



	

