Mathématiques Appliquées et Statistiques

Consignes :
— L’usage de la calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

Deux feuilles (papier millimétré) en documents réponses.
— Tous les exercices peuvent étre traités indépendamment.
— Une table de la loi normale se trouve en fin de sujet.

— La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des
copies. Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de
leurs calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document.

Exercice 1 (Quelques statistiques judiciaires)

L’ensemble des résultats seront donnés a 1072 pres.

On s’intéresse dans cet exercice a deux statistiques. L'une sur la conduite sans permis et
I’autre sur les victimes de vols.

1) Le tableau ci-dessous (source : INSEE) donne le nombre de condamnations pour conduite
sans permis ou malgré une suspension.

année r; | rang de I'année z; | nombre de condamnations y;
2003 1 25632
2004 2 34774
2005 3 39300
2006 4 48 775
2007 5 52227
2008 6 52905
2009 7 58 052
2010 8 57158
2011 9 54 874
2012 10 56 714

(a) Représenter le nuage de points associé a la série (z;,y;)i=1,. 10 dans un repere ortho-
gonal. On prendra comme unité pour I'axe des abscisses 1 cm pour 1 année et pour
I’axe des ordonnées 2 cm pour 10000 condamnations.

(b) Calculer la moyenne et la variance du nombre de condamnations.

(c) Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette série statistique. Un ajustement
affine est-il approprié ?



(d)

(e)
(f)

(8)
(h)

On effectue le changement de variable :

- Yi
1,...,10}, 2 = < )
Vie{ 0}, z; = exp 10000

Présenter dans un tableau la nouvelle série (z;; z;).

Donner le coefficient de corrélation linéaire de la série (x;, z;). Un ajustement affine
est-il justifié ?

Déterminer une équation de la droite d’ajustement affine de z en x par la méthode
des moindres carrés.

En déduire une expression de y en fonction de x.

En déduire enfin une prévision pour 'année 2014.

2) On s’intéresse maintenant aux vols, le tableau suivant (données calculées a partir de
statistiques de I’INSEE) donne le nombre de frangais ayant déclaré avoir subi un vol en
2012.

()
(b)
(c)
(d)

age en années | Nombre de victimes déclarées en 2012 (en milliers)
[14; 25] 662, 6
[25; 40[ 383,9
[40; 50] 202, 8
[50; 70[ 261, 9
[70; 100] 148, 6

Quel est le type de cette série statistique ?
Tracer son histogramme.
Quelles sont la ou les classes modales de cette série?

Peut-on estimer la tranche d’age qui présente le plus grand pourcentage de victimes ?
(si oui, la déterminer ; si non, dire quels renseignements manquent.)

Exercice 2 (Etude de fonctions)

Soit n un entier naturel non nul. On considere la fonction f, définie sur R par :

et on note

nx
1+ n2a2

fn(x) =

C, la représentation graphique de f,,.

Partie 1

1) Déterminer pour tout entier naturel n non nul le signe de 1 — n2x?.

2) Pour tout entier naturel n non nul, calculer f/(x) pour tout = de R.
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3)

4)

5)

6)

7)

Déduire des deux questions précédentes, le tableau de variation de f, sur R. On admet
li = li =0.

que lim fo(z)=0et lm f,()=0

Pour tout entier naturel n non nul, donner le maximum de f, sur F, et en quelle valeur

il est atteint.

Montrer que
(1 —n(n+1)z?)
(1 4+ n222)(1 + (n + 1)222)

En déduire les abscisses des points en lesquels C,, et C),.1 se coupent.

fn-&-l(aj) - fn(x) -

Puis la position relative de C),.1 par rapport a C,.

On pose, pour tout entier n non nul, «,, = L Calculer f,(ay,).
\/n(n+1)

Tracer, dans un méme repere orthonormé dont 1'unités graphique est de 4cm, les allures
de C7 et (5. On limitera le graphique aux abscisses positives.

On placera a chaque fois la tangente horizontale ainsi que les tangentes aux points d’abs-
cisse 0 et ag.

Partie 2

On considere pour tout entier naturel » non nul la fonction G,, définie sur R par :

1)
2)

3)

Gn @ x> In(1 + n?z?)
Déterminer la dérivée de G,,.

En déduire une primitive de f,, sur R.

1
o
Calculer / fn(x)dz. En déduire, en fonction de n, laire en cm? de la surface délimitée
0

par C,, 'axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et z =

s

Partie 3

On consideére la fonction ¢ définie sur |0; +oo[ par :

In(1+ x)

p(r) = o

et la fonction ¢ définie sur | — 1; 00| par :

1)
2)

¥(x) = —— —In(1+2)

1+
Déterminer la dérivée de 1. En déduire les variations de .

Calculer (0), en déduire le signe de ¢ sur | — 1; +o0].
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3) Calculer la dérivée de @ et en déduire, avec la question précédente, les variations de ¢ sur
10; +o0].

1
4) Pour quelle valeur de n la valeur de I'intégrale / . fn(z)dx est-elle maximum ?
0

Exercice 3 (Probabilités)

L’ensemble des résultats seront donnés a 10~* pres.

On s’intéresse a une usine de production de savons.

Partie 1 — Production de savons.

On sait que chaque savon a 1% de chance de présenter un défaut de fabrication. Chaque
boite contient 12 savons.

On tire au hasard une boite en sortie d’usine et on considere la variable aléatoire X égale
au nombre de savons présentant un défaut dans cette boite.

1) Déterminer la loi de X 7
2) Donner l'espérance et la variance de X.

3) Calculer la probabilité que la boite ait au moins 2 savons défectueux.

Partie 2 — Un contrat.

Un grossiste commande des cartons de 300 savons, chaque carton cotite 250€ et 1'usine
réalise une marge par carton de 40€.

Le contrat stipule que 'usine devra payer une pénalité financiere de 70€ pour chaque carton
contenant au moins 3 savons défectueux.

1) On tire au hasard un carton et on considere la variable aléatoire Y égale au nombre de
savons défectueux.

On admet que Y suit une loi de Poisson de parametre 3.

(a) Calculer la probabilité qu'un carton ne contienne aucun savon défectueux.

(b) Montrer que la probabilité qu’un carton occasionne une pénalité financiere est envi-
ron 0, 5768.

2) On considere maintenant la variable aléatoire G égale au gain réalisé sur un carton, tiré
au hasard. (Ce gain tient compte de la pénalité.)

(a) A Paide de la question précédente, donner la loi de GG sous forme d’un tableau.
(b) Calculer I'espérance et la variance de G.

(c) L’entreprise doit-elle continuer de travailler avec ce grossiste 7 (On justifiera la réponse.)



Partie 3 — Les réclamations.

On constate que 1% des savons présentent un défaut. Quand quelqu’un acheéte un savon
défectueux, il porte réclamation dans 80% des cas. Mais si le savon n’est pas défectueux, il
porte quand méme réclamation dans 3% des cas.

On prend un client, qui a acheté un savon, au hasard. On considere les événements suivants :
— D : < Le savon est défectueux. >

— R : < Le client porte réclamation. >

1)
2)
3)
4)
5)

1)

2)

Donner la probabilité P(D) ainsi que les probabilités conditionnelles Pp(R) et Py(R).
Calculer la probabilité que le savon soit défectueux et que le client porte réclamation.
Calculer la probabilité que le savon ne soit pas défectueux et que le client porte réclamation.
En déduire la probabilité P(R).

Un client porte réclamation, quelle est la probabilité que son savon ait réellement un
défaut ?

Partie 4 — Réglage de la chaine de production.

On souhaite vérifier que le réglage d’'une des machines servant a la mise en forme des
savons est correct.

On constate que la variable aléatoire M, qui a un savon sortant de la machine associe sa
masse en grammes, suit une loi de Laplace-Gauss (aussi appelée loi normale) de moyenne
110 et d’écart type 8.

(a) Calculer la probabilité qu'un savon pese au moins 100g.

(b) Si un savon a un poids compris entre 102g et 118g, il est conforme au standard de
production. Sinon il est recyclé.

Quelle est la probabilité qu'un savon soit conforme ?

Afin d’estimer la production nécessaire pour satisfaire la demande. On s’intéresse a la
durée de vie des savons :

On considere T la variable aléatoire égale au nombre de jours avant que le client ait
totalement usé le savon.

On constate que T suit une loi log-normale de moyenne 4 et d’écart type 2.

Calculer la probabilité qu’un savon soit usé en moins de 20 jours.



| Intégrale II(¢) de la Loi Normale Centrée Réduite N(0; 1). |
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