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Les objectifs : comprendre |'origine des formes présentes
dans la nature

FIGURE: Deux exemples de structures arborescentes dichotomiques dans
la Nature
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Plan de |'exposé

@ Présentation des modeles
@ Modeles biologiques et mathématiques
@ Choix du critére d'optimisation
@ Solution des problémes d’optimisation de forme

© Atténuation spatiale - Cas d'une fibre connectée au soma

© Atténuation Temporelle - Cas d'une fibre connectée a d'autres fibres

@ Perspectives
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Principe de modélisation inverse

QUESTION

Les formes présentes dans la Nature tentent-elles d'optimiser un
certain critere ?

@ On considére un organe ou une partie du corps humain.

@ On écrit un modeéle mathématique (par exemple une EDP)
traduisant le comportement de cet organe.

@ On imagine un critére (numérique) que la Nature pourrait
vouloir optimiser.

@ On résout le probleme d'optimisation de formes
correspondant.

@ On compare avec les formes réelles.
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Présentation des modeles

Modeles biologiques et mathématiques
Choix du critére d’optimisation

Solution des problemes d’optimisation de forme

Optimisation de la forme d'une fibre nerveuse I

F1GURE: Source : Plateforme d'Imagerie Cellulaire de I'Institut des
Neurosciences de Bordeaux.
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du modele

Dendrites

3 %cll Body

L’exemple des axones et des dendrites

@ Prolongements nombreux qui se ramifient autour du corps
cellulaire

@ Permettent a quantité de neurones de se connecter entre eux

@ Recueillent les signaux électriques transmis au neurone par les
axones d'autres neurones
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Présentation des modeles

Modeéles biologiques et mathématiques
Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Notations et hypotheses

@ On considére une fibre a symétrie cylindrique de longueur ¢
et rayon a(x);

@ v(x,t) : différence de potentiel de la membrane par rapport a
I'état au repos;
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Présentation des modéles Modéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Les modeles mathématiques (W. RALL, 1962)

On suppose qu'a t =0, la fibre recoit une impulsion modélisée par
une masse de Dirac : ig(t) = dg¢—g}-

@ x : variable 1D d’espace (x € [0, 4]).
@ t : variable de temps (t > 0).

& Fibre connectée au soma par la gauche.
a% (a2%) =av1+a? (% + v)

ﬂaz(O)%(O, t) = (%(07 t) + V(O’ t)) _iO(t)

al)gL (e, t) =0
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Présentation des modéles Modéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Les modeles mathématiques (W. RALL, 1962)

& Fibre connectée a d'autres fibres.
5 (3%58) = avi+ a2 (5 +v)
7a%(0)9%(0,t) = —io(t)
a2(0)%x(L,t) =0

Les conditions au bord en x = 0 sont de deux ordres :
@ Robin dans le cas d'une fibre connectée au soma.

@ Neumann dans le cas d'une fibre connectée a d'autres fibres.
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du critere d'optimisation (1)

Une décomposition spectrale de la solution permet d'écrire :

0= & S 0100 (12520)

ol ¢, est la solution du probleme aux valeurs propres :

Fibre connectée au soma Fibre connectée a d'autres fibres
Couple (A, ¢p) solution de Couple (A, ¢p) solution de
—(a%4},) = AnaV1 + 329, —(a%4}) = AnaV1 + 329,
#n(0) + 235;¢n(0) = 0 $n(0) =
Pn(€) =0 Pn(€) =0
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Présentation des modeles 5 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du critere d'optimisation (2)

On a les estimations asymptotiques :

@ Fibre connectée au soma (Conditions de type Robin)

2

v(xt) ~o(x)e

—+o0 27

@ Fibre connectée a d'autres fibres (Conditions de type
Neumann)

a)+2

¢o(0)2 _t+ </51( Jor(x)e 3

vx.t)

+002
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Présentation des modeles 5 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du critere d'optimisation (3)

(Une autre proposition de critére]

Fonction de transfert
+o0
0, t)dt
T(a) = o__V0:0)dE,
Jo " v(£, t)dt

T mesure |'atténuation du signal entre le début et la fin de la fibre.
On peut chercher 3 minimiser T dans une classe raisonnable.

Remarque

En utilisant la transformée de Laplace .Z, ce critére se réécrit :

o 2()(0.p)
T(@) = i 2@ )

Yannick Privat Groupe de Travail ” Application des mathématiques”, janvier 2(



Présentation des modeles 5 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du critere d'optimisation (4)

(Les contraintes sur le rayon a]

i De régularité : a € WH>°(0,¢). (a est Lipschitz)
i Ponctuelle : Vx € [0,], a(x) > ag > 0.
iii De surface : foe a(x)y/1+ a?(x)dx < S. (surface latérale de

la fibre bornée)

‘Aao.,s = classe des fonctions vérifiant i, ii et iii.‘
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Choix du critere d'optimisation (5)

Les 4 problemes d'optimisation de forme a résoudre.

Fibre connectée au soma ou fibre connectée a d'autres fibres

‘Atténuation temporelle du message‘

{ min \1(a)

ac A307S

‘Atténuation en espace du message‘

{ min T (a)

ac Aao,s
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Les solutions

Fibre connectée Fibre connectée a
au soma d’autres fibres
Atténuation
temporelle Solution : a= ap | pas de solution
Atténuation
spatiale Solution : a = ag Solution : a = ag
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Présentation des modeles 3 . A ” .
Modeéles biologiques et mathématiques

Choix du critére d’optimisation
Solution des problemes d’optimisation de forme

Les solutions

Fibre connectée a Fibre connectée a
au soma d’autres fibres
Atténuation
temporelle Solution : a = a3 ‘ pas de solution
Atténuation
spatiale Solution : a = ag ‘ Solution : a = ag

On va détailler un peu le résultat encadré.
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Atténuation spatiale - Cas d'une fibre connectée au soma

Théoreme

Dans le cas d'une fibre connectée au soma, le probleme

{ min T (a)

ac .Aa()’S

a pour solution a = ag.

On rappelle que le potentiel v est solution de I'EDP :
5 (%5) =av1i+a? (G +v)
7T32(0)%(O, t) = (%(07 t) + V(07 t)) - 5{if:O}
(e, t)=0
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (1)

Un changement de variable

. . . X dt
On introduit le changement de variable | y = /
0

Notations
° py) = a(x)y/1+ a%(x).
todt
[+ 51 Z:/O a2(t)'

La condition a > ag devient p > 38.

Conséquences

¢ -ty
La condition / a(x)y/1+ a%(x)dx < S devient / p(y)dy <S.
0 0

Yannick Privat Groupe de Travail ” Application des mathématiques”, janvier 2(



Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (2)

Réécriture du critere T

@ On écrit I'EDP satisfaite par .Z(v), transformée de Laplace de
v, définie par :

+oo
Vx € [0,€],Vt > 0,Yp € RY, Z(v)(x, p) = / e Pty (x, t)dt.
0

@ On pose wy(y) :== Z(v)(x,p). Alors, on a :
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (3)

Réécriture du critere T

@ Des techniques variationnelles permettent d'établir que :

wo(0)
T(a) = T; = ,
( ) 1(/)) WO(él)
ol wy est solution de I'EDO :
wg = pwo y € (0,471)
mwy(0) = wp(0) — 1

Wé(gl) =0.
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (4)

Un probleme auxilliaire

On s'intéresse a un probleme proche de celui qui nous occupe :
min T1(p)

151
perlsy = {per=on) <o me [y <s),

avec M > a3.
Dans cette classe, la dérivée de ce critére au sens de Gateaux est

simple :
<dd_t)1 h> _ /;1 h(y)wo(y)f (y)dy

ou f est une fonction dont le signe et les variations sont connus.
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (5)

Conditions d'optimalité

@ |l est aisé d'établir I'existence de solutions pour le probleme

: M
mln{Tl(ﬂ)? p < Rag,s,él}'
@ Les calculs de variations précédents permettent d'établir que
les optimums de ce probleme sont bang-bang.

p(y)

M —
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (6)

Résolution compléete du probleme auxilliaire

@ Parmi les fonctions bang-bang, on recherche celles qui
minimisent Tj.
dT:
= Recherche de ¢/ : on évalue dgfl\;(p) (Calcul aisé, mais

1
fastidieux)

= On trouve &M =0 (i.e. p = 33).
@ Retour a la minimisation de T.
= On fait tendre M vers +oc.
= a3 est encore solution du probleéme :

min T1(p)

01
pE RQQI,S,& = {p € L>(0,41) | ag < pet /0 p(y)dy < 5}.
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Atténuation spatiale - Cas d’une fibre connectée au soma

Ingrédients de la preuve (7)

Conclusion

@ Le probleme :
min T1(p)

01
pE R%,S,El = {p € L>®(0,41) | ag < pet / p(y)dy < 5}.
0
a pour solution p = a3.
@ On peut revenir a la classe A, s, car ag’ est I'image de ag par
le changement de variable.

@ Conclusion : a3y est I'unique minimiseur de T dans A, s.
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Atténuation Temporelle - Cas d'une fibre connectée a

d’autres fibres

Théoreme

Le probleme min A1(a) dans la classe A, s n'a pas de solution.

On rappelle que A1(a) est la 18" valeur propre non nulle du

probléeme :
—(a%¢) = AaV1+ a%¢
¢'(0) =0
¢'(£) =0
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (1)

Changement de variable

X dt
Considérons a nouveau le changement de variable y = / 200
0
On introduit les notations :
o w(y) == (x.0);
o p(y) = a3(x)\/1 + a2(x).
¢
o (1(a) == [, aZd(tt).
Le probleme aux valeurs propres devient :
—w" = Xpw y € (0,41)
w'(0) =0 (1)

w(0y) =0 .
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (2)

Par I'absurde !

@ L’image de la classe A,, s par le changement de variable est
incluse dans

141
Rap.5.0, i= {p € L*(0,¢1): p > ag et / p(y)dy}.
0

@ On raisonne par |'absurde.
Supposons que le probleme min{\;(a),a € A,, s} ait une
solution a*.
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (2)

Par I'absurde !

@ L’image de la classe A,, s par le changement de variable est
incluse dans

141
Rap.5.0, i= {p € L*(0,¢1): p > ag et / p(y)dy}.
0

@ On raisonne par |'absurde.
Supposons que le probleme min{\;(a),a € A,, s} ait une
solution a*.

@ Alors, I'image de a* par le changement de variable, notée p*
appartient a la classe :

M* 00 *) . .3 %3 4
RY =3pel®0,4):a<p<MZet [ ply)dy;.
0
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (3)

Les grandes étapes

@ On sait montrer que le probleme min{\(p),p € RM"} possede
une solution, qui est bang-bang.

o ldée :
Montrer que I'on sait faire décroitre le critéere A(p) dans la
classe R, s, i.e. qu'il existe p’ tel que A(p") < A(p*)a0,s-

@ Montrer I'existence d'un antécédent a’ de p’ dans la classe
Aj, s par le changement de variable.

@ On aura alors :

@) < A(p*) = A(@Y).

@ (C’est absurde!
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (4)

Décroissance de A(p)

Soit p € RM" et h, une perturbation admissible. Alors :

<%(”)> h> = -\(p) /O " hy)wiy)dy.

@ Monotonie de A(p) par rapport a M.
SiM; < My, ona:

min{\(p), p € RM}> min{\(p), p € RM}.

@ Monotonie de A(p) par rapport a /7.
L'application £1 +— min{\(p), p € RM}, est strictement
décroissante.
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (5)

Conclusion (1)

@ Ona:0</(a)< § pour tout a € Ay s.
0

@ On sait démontrer que la solution du probléeme
min{\(p), p € RM} sature la contrainte égalité :

121
/ p(y)dy =S.
0

@ On fait tendre simultanément M — +oo et {1 — §
0

@ p converge au sens des mesures vers
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (6)

Conclusion (2)

@ On consideére (pn)nen, une suite minimisante convergeant au
sens des mesures vers

poo = a8+ k (tao +(1- t)(s@/ag) .

@ Il est alors clair que lim A(pn) < A(p¥).
n—+00

@ poo peut étre vu comme |'antécédent de a., tel que I'on puisse
écrire :

AMpo) = Mass) = lim A(ap), avec a, € A,y s5,Vn e N.

n—--00
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Ingrédients de la preuve (7)

Conclusion (3) : construction d'une suite minimisante

On choisit (aj) telle que :

° Ofa,,\/l—i—aj,de:S.
Ona:
lim A(ap) =

lim A\
n— 00 n—-+o0o

(Pn) < A(p") = (@)

C’est absurde!
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Atténuation Temporelle - Cas d’une fibre connectée a d’autres fik

Représentation d'une suite minimisante

an

a0
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Perspectives

Conclusion et perspectives (1)

Quelques questions relatives a la géométrie pulmonaire

FIGURE: Moulage du poumon par Ewald R. Weibel
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Perspectives

Conclusion et perspectives (2)

Le fluide (air) est régi par 'EDP de Navier-Stokes :

{ —pAu+Vp+[u-Vul=0 xeQ

divu=0 x e

Conditions au bord

Q A l'entrée : on suppose connue la vitesse du fluide (profil
parabolique).

© Sur la paroi latérale : on impose une condition de non
glissement (i.e. vitesse nulle sur le bord).

O A la sortie : on impose une condition de contrainte normale.
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Perspectives

Le critere et les deux directions envisagées

On étudie le critere :

J(Q) = 2”/9 |e(u)[?dx.

© Une approche théorique.
Est-ce que le cylindre est une forme optimale pour minimiser
I'énergie dissipée par un fluide?

© Une approche numérique. (collaboration avec Benjamin
Mauroy)
Quelle forme doit-on donner a une bifurcation (par exemple la
trachée et les bronches souches) pour minimiser |'énergie
dissipée par un fluide?
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Perspectives

Le critere et les deux directions envisagées

On étudie le critere :

J(Q) = 2”/9 |e(u)[?dx.

© Une approche théorique.
Est-ce que le cylindre est une forme optimale pour minimiser
I'énergie dissipée par un fluide?

© Une approche numérique. (collaboration avec Benjamin
Mauroy)
Quelle forme doit-on donner a une bifurcation (par exemple la
trachée et les bronches souches) pour minimiser |'énergie
dissipée par un fluide?
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Perspectives

Perspectives (1)

@ Le conduit cylindrique serait-il optimal pour d'autres données
raisonnables en entrée et en sortie?

@ L'étude d'un autre critére peut sembler intéressante :

h(Q) = /Sp(s)ds - /Ep(s)ds (perte de charge)

o Retrouve t-on la forme de I'arbre bronchique si I'on minimise
ce critére dans une classe raisonnable ?

° Egalement intéressant pour traiter des problemes de design
optimal (optimisation de la forme d'une pompe de fonds de

puits).
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Perspectives

Perspectives (2)

o h(Q):= /89 |o(u, p)|*dx. (contraintes)

Application au probleme de la coarctation de I'aorte.
= Travail en cours avec Benjamin MAUROY.

COARCTATION DE L'AORTE
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Perspectives

Merci de votre attention'
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