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1833 : La mécanique hamiltonienne
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De Newton a Hamilton

Principe fondamental de la dynamique :
p=F,p=mv=mqg, F=-VV(q)

Hamiltonien : )
_ P

H(g.p) =~ +V(q)

Les équations s'écrivent alors

oH . OH

U= op M7 " 0g



De Newton a Hamilton

Principe fondamental de la dynamique :

Hamiltonien : P
p
H(g,p) = — +V
(9,p) =75~ + V(q)
Les équations s'écrivent alors
: oH | OH
q; Pi = —5-

70pj’

» Intérét 7 Mieux voir les symétries et les propriétés
d'intégrabilité



Systemes hamiltoniens en dimension finie

Soit

H:QCcRxR—=R
une fonction de classe C*°. Le systéme hamiltonien associé a
H est le systeme d'équations différentielles sur €2 :

. OoH . OH

9 =5 Pi= "5

J api J aqi

Si F = F(q, p) est une fonction sur €, son évolution est alors
donnée par

d

S Fa(). p(t) = {H, F}(q(t), p(t))

avec
d

OHOF  OH OF

(HFp =3 2HOF OHOF

j=1

(“crochet de Poisson” des fonctions H et F)



Siméon-Denis Poisson (1780-1840)




Intégrales premieres

Une intégrale premiere du systeme hamiltonien associé a H est
une fonction F = F(q, p) conservée le long des courbes
hamiltoniennes, c'est—a dire telle que

(H.F}=0.

Par exemple, H est toujours une intégrale premiére
(conservation de |'énergie) car

d
)H OH HOH
{H,H}:Zii_iizo

Les intégrales premieres d'un systeme hamiltonien forment une
algebre de Poisson (le crochet de deux IP est une IP)



Transformations canoniques
Un difféomorphisme
x:QCR!IxR? - Q' cRY x R?

est une transformation canonique, si, pour toutes fonctions
f,g sur €,

{fox,gox}={f.glox

De facon équivalente, si on pose
xX(g.p) = (x(q.p).&(q, p)) € R? x R
les fonctions x, - -+ , X4, &1, -+ , &g Vérifient

{x, %} =0, {&, &} =0, {&, x} = dj -



Systemes hamiltoniens et transformations
canoniques

Si t +— (q(t), p(t)) est solution du systéme hamiltonien
associé a H, et si x est une transformation canonique, alors
alors t +— x(q(t), p(t)) est solution du systéme hamiltonien
associé a Hoy L.

Exemples de transformations canoniques
-Si @ : g — ®(q) est une difféomorphisme de R9, alors

x=®(q), £="Do(q)".p

est canonique
- Tout flot hamiltonien x; : (qo, po) — (q(t), p(t)) est
canonique.



Intégrabilité

Un systeme hamiltonien est dit (complétement) intégrable s'il
existe une transformation canonique x : (g, p) — (x, &) telle
que

Hox™'(x,€) = h(¢)

Conséquence : le systeme s'écrit, dans les nouvelles variables,

: Oh
e

J:a?j(ﬁ)wszﬂ

et se résout donc facilement en

Oh
§(t) = &(0) , x(t) = x;(0) + ta?_(g(o)) :
J
Remarque : les d fonctions &1, - -+, &4 sont des intégrales
premiéres en involution (i.e. {{;, &k} = 0) et dont les
différentielles d&y, - -+ , d&y sont indépendantes.



Joseph Liouville (1809-1885)




Le théoreme de Liouville-Arnold

-Au voisinage de (qgo, po) € R? x RY, un systéme hamiltonien
est completement intégrable si et seulement s'il admet

d intégrales premieres en involution et indépendantes.

-Si Fy,--- , F, sont d intégrales premiéres en involution dont
les différentielles sont indépendantes sur une composante
connexe compacte C d'un ensemble de niveau

{(q,p) € Q/Fi(q,p) = ar}, alors il existe une transformation
canonique

x:(g.p) e U (¢1,....0q k.- . Ig) € (R/27Z)? x T

avec U ouvert de RY x RY contenant C et Z ouvert de RY,
telle que

Hox " (e.1) = h()



Evolution quasi—périodique sur des tores

Conséquence : au voisinage de la composante connexe
compacte C, I'évolution n'est autre que |'enroulement d'une
droite sur un tore :

o(t) = ©(0) + tw(1(0)) € (R/27Z)? , wi(l) :== =

Les variables (/, ) sont appelées variables action angle du
systeme complétement intégrable.
On peut aussi introduire les variables de Birkhoff

correspondantes
Zi = /2l ek

La transformation (¢, /) — (Re(z),Im(z)) est canonique et

2 2
H—h<’zé‘ , -."Z;| ) , I.zk:wka



Exemples et contre-exemples

- Le probleme a deux corps :

‘ 2

Hgp) =20 L (g.p) e R\ {0} x B?

1
2
- Mouvements d'un solide autour d'un point fixe (toupie de S.
Kowalevski, 1888)

- Le probléme a trois corps n'est pas intégrable (H. Poincaré,
1890-1899)

H(q,p) = LT (g, p) € R* x R®
7 2my  2my g —qf T

- Une perturbation de systeme intégrable posseéde encore
beaucoup de tores invariants (A. Kolmogorov-V. Arnold-J.
Moser, 1954-1963)



Sophie Kowalevski, 1850-1891




Le cas des hamiltoniens quadratiques
Soit A une matrice hermitienne d'ordre d et soit

1 . ,
H(q,p) = 5(A(q + ip)lq + ip)
ou (z|z') = 27:1 zjZ;. Alors le systeme associé a H n'est

autre que
iz=Az,z:=q+1Ip.

Diagonalisation par matrice unitaire
A = Pdiag(A1, -, Ag) P*

Au moyen de la transformation linéaire w = P*z (unitaire

donc canonique !)
I.V.Vk = /\ka

Variables action angle dans ce cas :

2
%
/k:|2k| o = —arg(wy) , H= Z/\k/k




Formalisme de la mécanique quantique

Soit H un espace de Hilbert complexe.

Soit A: D(A) — 'H un opérateur auto—adjoint :

- D(A) est un sous-espace vectoriel dense de H

- A est linéaire

- A= A" au sens suivant : ¢ € D(A) si et seulement s'il existe
0 € 'H tel que

Vo € D(A), (¢|A9) = (6]9)

et on a alors 0 = Ay,

Exemple
H = [3(RY), Ay =AY+ V)

V : RY — R fonction raisonnable...(T. Kato, 1954, ...)



Théoreme de Stone

Sous ces hypothéses, pour tout ¥y € H, il existe une unique
application ¢ € C(R,H) telle que ¥(0) = 1) Vvérifiant

i = Ay

au sens faible suivant : pour toute fonction f € C!(R) a
support compact,

vf = / f(t)y(t) dt € D(A)
R
et e + A =0 .
Dans le cas H = L*(RY,C) , Ay = —At + Vap, I'équation de

Schrodinger

s'interpréte au sens des distributions.



Théoreme spectral

[l existe un espace mesuré (X, 1), une fonction a: X — R
mesurable et un isomorphisme unitaire

U:H — [3(X,u1;C)

tels que

U(AY) = aU

Exemples
-Oscillateur harmonique :

H:LZ(R)7A2*85+X2 : X=N, U¢:(¢|hn)n€N

h,, fonctions d'Hermite, a(n) = 2n+ 1.
-Pas d'interaction :

H=LRNA=-A: X=R?, U=F, a&)=¢]*.



Cadre général
Soit H : D(H) — R une fonction différentiable :

dH().v = 2Re(v|OH(v)) , ¥ € Dy(H) -
Le systeme hamiltonien associé a H est
iy = 20H(v)

Résolution du probleme de Cauchy 7 Pas de théoreme général
satisfaisant !

Intégrabilité ? Plusieurs définitions existent, par exemple :

|l existe un espace mesuré (X, /1), une fonction

h:D(h) C L*(X,;;R) — R et une transformation canonique

X:QCH—-Q c3X,u;0C)

tels que

H(w) = h(|x(¥)I?).



Exemple: L'équation de Schrodinger non linéaire
Un cas particulier important est
2(md 1 2 1 4
H=L(R), Hw)= | SIV)]" + L |[o(x)[" dx
Rd 2 4
avec D(H) = HY{(R9) N L*(RY), Dy(H) = H*(R?) N LO(RY).
0p = — D+ |20
Dans ce cas, le probleme de Cauchy est bien posé sur D(H)

pour d € {1,2,3} (Ginibre-Velo, 1978) et méme sur L*(R)
tout entier pour d = 1.

De plus, si d = 1, on peut montrer que ce systeme est
intégrable (Zakharov-Shabat, 1974 ...) Le cas des autres
dimensions est totalement ouvert !



L'équation de Szegd cubique (PG-S.Grellier, 2009)

L2(SY) = {w(8) = Y d(k)e™/ Y 1K) < oo}

keZ
H = L2(SY) = {y € [2(§)/(k) = 0 Vk < 0}
On définit H : L*(S') N L2 (SY) € L3(S') — R par

H) =3 [ e S

Systeme hamiltonien associé :
i =N([e), N L2(SY) — L(SY)
Evolution bien définie pour ¢ € H'/*(5?)

HL(SY) = {v € L3(SY)/ ) K*Id(K) < oo}



Structure de paire de Lax

On peut reformuler I'évolution en termes d'opérateurs linéaires
associés a v, définis comme suit :

Hy :v e L5 — N(yv) € L7 (Hankel)

_ i
By :v € L3 — —iN([y]Pv) + EHi)v € L3

Alors 1) est solution si et seulement si

d

= H, = [By, Hy

Conséquence : beaucoup d'intégrales premieres | En particulier

Jan(¥) = (HE"(1)I1) . {Jan, J2p} =0 Vn, p



Sous-variétés de dimension finie invariantes

Kronecker (1881) : rg(H,,) est fini si et seulement si ¢ est une
fraction rationnelle en z = €.

La classe de ces fonctions est donc invariante par |'évolution.
On peut montrer, grace aux J,, , que ces systemes
hamiltoniens sont intégrables en dehors d'un ensemble fermé
de mesure nulle.

Exemple : rg(Hy) =2, 1 € ImH,; :

az-+b

a#0, a+bp#0, [p|<1
1—pz

Y=

Systeme différentiel en (a, b, p) € C3, dont on peut déterminer
les variables action angle.



Dégénérescence des tores de Liouville

., . & & ;e .
Considérons la solution ° = % de donnée initiale :

Ui(z)=z+e.

Pour & = 0, évolution paisible : ¢°(t,z) = ze ™.

Pour ¢ > 0, le calcul explicite en variables action angle donne

P (612 = —2—(1 — cos(=v/a + 22t))

4+¢2

Conséquence : bien que Vs , sup, [[1§]
il existe ¢y > 0 tel que

Hs < 00,

™

Vs > — Hq/) ( )| s > Co(ts)Qs—l 7 e — Z .

Exemple d'effet papillon ...



