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ENS CACHAN

Ce sujet est composé de trois parties totalement indépendantes. Dans la premiere partie
on déterminera une condition nécessaire et suffisante pour avoir la densité de Z[X] dans
C([a,b],R). La seconde partie concerne les fonctions de Green dans les domaines simplement
connexes de R2. La troisitme partie est reliée a la décomposition de Hodge-DeRham des
champs harmoniques pour les domaines bornés.

Dans tout le sujet, on note respectivement N, Z, R et C les ensembles des nombres entiers
naturels, entiers relatifs, réels et complexes.
PREMIERE PARTIE

Notation : soit a,b € R, a < b, on note C([a, b],R) 'ensemble des fonctions continues du
segment [a, b] dans R. L’ensemble des polynomes a coefficients dans Z sera noté Z[X]. Nous
supposons connu le théoreme de Weierstrass :

R[X] est dense (pour la convergence uniforme) dans C([a, b], R).
1. Soit (P,)nen une suite de polynomes de Z[X]. Supposons qu'il existe un entier relatif

k € la,b]. En remarquant que P, (k) appartient a Z pour tout n, en déduire qu’il n’est pas
possible que Z[X] soit dense dans C([a, 0], R).

2.a. A partir de maintenant, nous allons supposer que 0 < a < b < 1. On définit le
polynéme p(z) = 2x(1 — x) et on note par p™(x) = po---op(x) le énieme itéré. Soit
zo € [a,b], montrer que x,, = p'™ () appartient & |0, 1/2] pour tout n > 1.

2.b. Montrer que la suite z,, converge vers 1/2.
3.a. Montrer que pour tout z € [a, b], pour tout n > 1, on a les inégalités :
min(p® (a), p")(5)) < p () < 1/2.
3.b. En déduire que (p™),cy est une suite de polynomes de Z[X] qui converge uniformé-
ment sur [a, b] vers 1/2.

4.a. Pour tout k € N, k£ > 1, montrer qu'il existe une suite de polynémes de Z[X] qui
converge uniformément sur [a, b] vers (1/2)*.

4.b. Soit o € R fixé. Pour tout € > 0, montrer qu’il existe un polynoéme P € Z[X] tel que

sup |P(z) — o] <e.
z€[a,b]

(Indication : on montrera qu’il existe q € Z et k € N tels que |a — q(1/2)%| < g/2.)

4.c. Soit o € R et n € N fixés. Pour tout € > 0, montrer qu'’il existe un polynéme @) € Z[X]|
tel que

sup |Q(x) — az™| < e.
z€la,b]

4.d. En déduire que Z[X] est dense (pour la convergence uniforme sur [a, b]) dans R[X].
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5. Conclure que Z[X] est dense (pour la convergence uniforme) dans C([a,b],R) si et
seulement si [a, b] ne contient pas d’entier relatif.

DEUXIEME PARTIE

L’objectif de ce probleme est d’étudier les fonctions de Green en dimension deux. Dans
T

N )7 | - | correspond au module : |z| =
2

toute cette partie, x est un vecteur de R? : z = (

Va2 + 23, le signe - dans z - y correspond au produit scalaire canonique. L’ensemble des
fonctions C'™ & support compact dans un ouvert O est noté C2°(0). Enfin, si f € C?(R? R)
of
92, 2f | 02
alors Vf = (%ﬁ) et Af = 8—50’5 + 8—3%.
Oxo
La. Soit y un vecteur de R? fixé, nous définissons f, : R* — R, x — 5=In|z — y[. Pour
tout = # y, montrer que V f,(z) = 5~ =4

2 [z—y[?”

1.b. Soit ¢ une fonction C2°(R?,R). En passant aux coordonnées polaires, démontrer que
z
[ (Ve +9) - de = —2mply)
R2 ||

Nous définissons le laplacien de f, au sens des distributions, c’est a dire que pour toute
fonction ¢ € CX(R* R), nous notons (Afy, o) = — [p Vfy(x) - V() dz. La mesure de
Dirac supportée en xy est notée 6, ou d(- — xg).

1.c. Démontrer que Af,(x) = d(z — y) au sens des distributions, c¢’est a dire que
(Afy, @) = ¢(y) pour tout ¢ € C(R* R).

On dit que la fonction Grz(x,y) = 5= In|z —y| est la fonction de Green pour le plan R?.
Lobjectif de la suite est de trouver une formule pour la fonction de Green dans des sous-
domaines Q de R%. C’est-a-dire que pour @ C R? donné, nous recherchons une fonction
Gq : 2 — R telle que

i) G(x,y) = G(y,x) pour tout (x,y) € Q2

ii) pour tout y € Q fixré, A,G(x,y) =0(x —y) (au sens des distributions),

iii) G(z,y) =0 st x ouy est sur le bord OS).

Dans toute la suite, nous notons la boule unité par D = B(0,1) = {x € R?, |z| < 1}, et

nous utilisons la notation x pour z* = ‘ZZ

3 .

2.a. Dans la boule unité, nous définissons Gp(x,y) =

1 T —
— In (#) Démontrer que
2 Nz —y*|lyl
cette fonction vérifie les conditions i) et iii).

2.b. Démontrer que cette fonction vérifie le point ii), c’est a dire que pour toute fonction
test p € C°(D,R) (en particulier ¢ = 0 sur 9D), on a (A, Gp(-,y),¢) = ©(y).

2.c. Vérifier que cette fonction est aussi une fonction de Green sur I'extérieur de la boule
unité {z € R?, |z| > 1}.
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Dans la suite, nous identifions les ouverts de R* avec les ouverts de C (z = xy + ixy).
Nous redémontrons les équations de Cauchy-Riemann dans les questions 3 pour identifier les
fonctions a variables complexe et vectorielle.

3.a. Soit T' une fonction de C — C. On définit g : R?* — C par g(x1,z2) = T(z1 + iz3).
0 0
Montrer que si T' est holomorphe alors g est différentiable et 99 + i—g = 0.
8371 81’2
3.b. On définit T} (respectivement T5) la partie réelle (respectivement la partie imaginaire)
de g : g(x1, 1) = Ty (w1, 22) + iTs(xy, x3) avec Ty et Ty des fonctions de R? dans R. Déduire
de la relation précédente les équations de Cauchy-Riemann :
8T1 8T2 6T2 aTl

Ox,  Oxy Oz Ony

Soit Q un ouvert borné, C*°, connexe et simplement connexe de R?. D’apreés le théoréme de
Riemann (admis) il existe une application conforme T' (holomorphe, bijective, et son inverse
est holomorphe) qui envoie Q sur D (et 02 sur 0D ). A cette application a variable et valeur

. . \ . \ . - T1
complexes T', nous associons une fonction a variable et a valeur vectorielles T' = (T , avec
2

T, et T, construits comme ci dessus.

4.a. Montrer que pour tout x € Q, Jz(x)"Jz(z) = Jz(x)Jz(z)" = (det Jx(x))ly =
| det Jz(x)|15.

o1y 0Ty
(Notation : Jx(z) est la matrice jacobienne g% g% (z), Jz(z)T est la transposée de
(91‘1 8I2

Jz(x) et I est la matrice identité en dimension deux).

4.b. Soit ¢ une fonction différentiable de D vers R. Montrer que pour tout z € 2, on a
V(@oT)(x) = Jp(2)" (VE)(T(x)) et que V(G o T)(z) = JT(I)T(Vlgg(T(x))-
(Notation : L correspond a la rotation de w/2 : V+th = (Vh)* = (_88,172) )

dx1

4.c. Nous définissons Gq(z,y) = Gp(T(z), T(y)) (voir question 2.a.). Montrer que Gg
vérifie les points i) et iii).

4.d. Démontrer que cette fonction vérifie le point ii), c’est a dire que pour toute fonction
test o € C°(4,R), on a (A;Ga(,y). v) = »(y).
(Indication : on pourra introduire @ = @oT ' afin de procéder ¢ un changement de variable
¢ =T(z) dans Uintégrale.)

Conclusion : les fonctions de Green sont utiles pour avoir la formule explicite de la solution

Y du probleme de Laplace Ay = f sur Q, 1 = 0 sur 0). Cette formule est

(z) = / Gl 1)/ () dy.
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TROISIEME PARTIE

Dans cette partie, nous étudions les champs de vecteurs u :  — R? qui sont C* et qui
vérifient
Oou;  Ous Juy  Owuy
— +—=0dans Q, rotu=———=fdans ), wu-7n=0sur 9. (1
8x1 3@ 8x1 6.1‘2 f ( )
Q est un ouvert C™ borné de R? et 77 correspond au vecteur normal sortant du domaine. On
dira qu'un champ de vecteurs est harmonique s’il est de divergence nulle, de rotationnel nul
et tangent au bord (c’est a dire u -7 = 0 sur J92). Les intégrales le long d’une courbe fermée
seront prises dans le sens trigonométrique. Nous rappelons la formule de Stokes concernant

P e CHQR) et v e CHQ,R?) :

/Qw(m)di\’ v(x) dr + /Qv(:v) -Vi(z)de = /89(1) 1)1 ds.

divu =

I
Dans toute cette partie, la notation L correspond a la rotation de 7/2 : <i1> = (—xx2>
2 1

_ o
wornn o ().
ox1

Nous admettrons aussi le théoreme suivant concernant la solution du probleme de laplace :

Théoreme 1. Soit f € C®(Q,R) et Q un ouvert C*° borné, alors il existe une unique
solution C*(Q,R) du probléme suivant :

Ay = f dans 1 et Py =0 sur 0. (2)

1.a. Déduire de la formule de Stokes les formules suivantes :

/divv(m)d$:/ v-nds et /rotv(:v)dx:/ v-Tds
Q o9 Q o9

ol 7 = nt est le vecteur tangent.

L.b. Soit f € C%(Q,R), montrer que Af = div (Vf) = rot (VL f).

L.c. Soit f € C*®(2,R) et 1)y une solution du probléeme (2). Montrer que V1, est une
solution de (1).

1.d. Uniquement pour cette question, on considere le cas ot € est anneau {z € R?, 1 <
|z| < 2}. Montrer que le champ de vecteurs x — % est de divergence nulle, de rotationnel

nul et tangent au bord. En déduire que pour tout @ € R, V4o + a% est une solution de
(1).

Dans la suite de ce probléeme, nous supposons que € est un ouvert borné C°° connexe de
R? qui s’écrit sous la forme 52\ (Ufil K;) ou Ne N, N > 1, Q est un ouvert borné connexe

et simplement connexe, et ou les K; sont des compacts connexes simplement-connexes inclus
dans § et disjoints deux a deux. Nous admettrons les deux propriétés suivantes :

Proposition 2. Soit u un champ de vecteurs de divergence nulle et tangent au bord, alors
il existe un unique ¥ telle que u = V+1p et ¢ = 0 sur 0Q. De plus 1 est constant sur chaque
bord OK; (mais cette constante n’est pas forcément la méme pour i # j).

Proposition 3. Soit u un champ de vecteurs de rotationnel nul tel que la circulation autour
de tous les compacts K; est nulle (c’est a dire que faKi u-(—=7)ds =0, pour touti=1,...,N),
alors il existe p telle que u = Vp.
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2. Montrer qu'un champ tangent au bord qui est a divergence et rotationnel nuls, et de
circulation autour de K; nulle pour tout ¢, est nul.
(Indication : on pourra calculer [ |u(x)|?*dx.)

3.a. Soit ¢ = 1,..., N fixé. Montrer qu'il existe une unique fonction g; € C*(Q,R) telle
que Ag; = 0 sur €2, g; = 1 sur 0K, et g; = 0 sur o9 Ujzi OK;.
(Indication pour ’existence : on pourra utiliser la fonction de troncature x; € C*(€, |0, 1])
qui vaut 1 dans un voisinage de K; et 0 dans un voisinage de o Uj»i K, puis étudier 1; + x;
ot Y; est la solution de (2) pour f = —Ax;. Il n’est pas demandé de construire explicitement
la fonction x; et nous pourrons considérer son existence comme connue.)

3.b. Montrer que la famille (VL gi)i=1,.. v forme une base de 'espace des champs de vecteurs
harmoniques.

3.c. Soit w une solution de (1) et 1y I'unique solution de (2). Montrer que u peut étre
décomposée comme v = V+1), + Zf\il C;V+tg,, avec C; € R.

4.a. On considere 'application L qui va de ’espace des champs de vecteurs harmoniques
dans RY, qui a ¢ associe le vecteur circulation :

o) = ([ e s [ oemis [ oras).

Montrer que L est linéaire et bijective.

4.b. En déduire 'existence d’une autre base de ’espace des champs de vecteurs harmo-
niques (H;);—1..n, ot H; est harmonique, de circulation 1 autour de K; et de circulation
zéro autour des K pour j # i.

4.c. Pour tout ¢« = 1,..., N, d’apres la proposition 2, il existe une fonction 1; et des

constantes C; ; telle que H; = VLwZ dans Q, ¥; = 0 sur 09, ¢; = C; ; sur OK;. En écrivant la
décomposition de H; dans la base (V*g;);=1. .~ et en calculant la Clrculatlon autour de K,
démontrer la relation suivante : —Iy = C’M ) ou Iy est la matrice identité en dimension

N, C = (Ci,j)i,jzl LN et M /ng ng i1 N'

[RARS}

4.d. Montrer que M(g) est symétrique définie p081t'1ve.

4.e. En déduire en particulier que C; ; = Cj; pour tout ¢,5 = 1,..., N, que Cj; < 0 et que
la matrice C' correspond a la matrice de changement de base de (V*g;);=1. ~ & (H;)i=1..N-

5.a. Soit @ZJO la solution de (2). Montrer que la circulation de V+y autour de K; vaut
—Jof y)dy.
5.b. Demontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4. Soit f € C*(Q,R) et (1,7, ...,7n) € RY fizés. Il existe un unique champ
de vecteurs u € C*(Q, R?) vérifiant (1) et tel que [y, u-(—7)ds = ~; pourtouti=1,...,N.
Nous avons de plus la décomposition suivante :

N
u(z) = Vo (x) + Z o H(x
=1
ot g est Uunique solution de (2) et ot oy =y + [ [(y)gi(y) dy.

Fin de l’épreuve





